Wprowadzenie — implementacja jezyka WolframAlpha

Kazdg sp6jna logicznie metode zapisu probleméw matematycznych w jednym
wierszu nazywamy jezykiem linearnym matematyki. Portal WolframAlpha jest
przyktadem cybernetycznego poligloty, gdyz mozna si¢ z nim kontaktowac we
wszystkich powszechnie znanych jezykach linearnych matematyki. Kazdy z tych
jezykéw dokonuje interpretacji w sposob okreslony przez jego reguly interpreta-
cyjne zgodne z uniwersalnymi regutami matematyki. Portal WolframAlpha jest
bardzo tolerancyjny, gdyz dopuszcza komunikaty zapisane w jezyku tamanym,
sktadajacym si¢ ze stéw pochodzacych z réznych jezykéw linearnych. Przy inter-
pretacji takich polecen kieruje si¢ wlasnym zestawem regut interpretacyjnych
i czasami zgtasza gotowo$¢ rozwigzania zadania innego niz zadania rozwigzywa-
ne przez osobg uzytkujacg ten portal. Jedynym sposobem omini¢cia tych trudnosci
jest postugiwanie si¢ jezykiem o sprawdzonych interpretacjach. Przyswojenie
takiego jezyka przebiega normalng drogg i zawsze zaczyna si¢ od postugiwania
si¢ prostym jezykiem skltadajacym si¢ z niewielu stow. PéZniej, w miar¢ pod-
noszenia swoich kwalifikacji matematycznych i jezykowych, kazdy uzytkownik
WolframAlpha moze ten jezyk wzbogacac o dalsze stowa i zwroty. Taka jest natu-
ralna kolej rzeczy przy nauce kazdego jezyka.

Ponizej zostata przedstawiona propozycja takiego jezyka. Jest to jezyk w swej
sktadni nawigzujacy do jezyka stosowanego w programie Mathematica® . Wyb6r
ten jest uzasadniony przypuszczeniem, ze kolejnym etapem po korzystaniu z por-
talu WolframAlpha jest stosowanie programu Mathematica® . Tak tez przypuszcza
wlasciciel portalu WolframAlpha bedacy réwnoczes$nie producentem programu
Mathematica® .

Ewolucja stosowanego jezyka rozpoczyna si¢ na ogét od prostych modyfikacji.
Wprowadzajac te modyfikacje, trzeba pami¢ta¢ miedzy innymi, ze:

W zaproponowanym jezyku zastepowanie duzych liter przez mate w ogdlnym przypadku jest
niedopuszczalne.

W utamku dziesietnym czes¢ catkowitg od czesci utamkowej oddziela kropka.

Z drugiej strony, w pelni dopuszczalne jest zastosowanie nastgpujacej modyfi-
kacji.

Nawiasy kwadratowe | | zawsze moga zostac zastapione przez okragte ( ) i odwrotnie. ]
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Symbole okreslajace poszczegdlne dziatania arytmetyczne na dowolnych licz-
bach zostaty przedstawione w tabeli W.1. W arytmetyce rozpowszechniony jest
zwyczaj pomijania znaku mnozenia pomiedzy mnozonymi zmiennymi. Kultywo-
wanie tego zwyczaju w przypadku portalu WolframAlpha prowadzi czasami do
trudno$ci z identyfikacja zapisu dziatan arytmetycznych. Wynika stad kolejne
ograniczenie dla zaproponowanego jezyka.

[ Nigdy nie pomijamy znaku mnozenia *. ]

W przypadku stosowania dowolnego jezyka linearnego obowigzuja wspélne
reguly arytmetyki liczb. OkreSlaja one w jednoznaczny sposéb kolejnos¢ dziatan
arytmetycznych.

Kolejnos¢é wykonywania dziatan arytmetycznych:

1) obliczanie wartosci funkgciji,

2) dziatania w nawiasach,

3) podnoszenie do potegi,

4) mnozenia i dzielenia jako dziatania réwnorzedne,

5) dodawania i odejmowania jako dziatania réwnorzedne.
W przypadku wielokrotnych dziatarn réwnowaznych opisanych w punktach 3) i 4) wykonuje je
sie w kolejnosci od lewej do prawej. Kolejnosé ta ma istotne znaczenie w przypadku, kiedy
pojawiajg sie dzielenia.
W przypadku wielokrotnego potegowania potegujemy w kolejnosci od prawej do lewej.

Przyklad W.1. PoniZzsze polecenia wykonujemy w nastepujacy sposob:

(Cos[Pi]+3) "2+2x3%4
(cosm+3)7+2-3-4=(—143)°"+6-4=224+24=14+24=128,

27374

23" = 281 = 2417851639229258349412352,

10/5%2

10:5-2=2-2=4, O

W ponizszej tabeli przedstawiono wszystkie te symbole i polecenia, ktére znajdu-
ja zastosowanie przy rozwiazywaniu probleméw matematycznych opisanych w tej
ksigzce. W pewnych sytuacjach, ze wzgledu na ztozonos¢ opisu, musieliSmy si¢
jedynie odwotaé¢ do odpowiednich stron podregcznika. Kazde polecenie zapisu-
jemy w linii polecefi przedstawionych na rysunku W.1 i zatwierdzamy poprzez
nacisniecie przycisku £

3% WolframAlpha:

Enter what you want to calculate or know about

| 8]

s e an =Examples =2 Random

Rysunek W.1.
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Tabela W.1.

Znaczenie Symbol/komenda Przyklad Il:)t:;) ;le;:ﬁia
alternatywa Il pllq pVq
asymptoty Asymptotes[F[x]] Asymptotes[1/x]
arcus tangens Atan[x] Atan[1] arctg 1
catka nieoznaczona int F[x]dx int (2x+x~(1/2))/x"2dx f 2%;72‘/5 dz
catka oznaczona int Flxldx from a to b int XA2*1Ligo[}fE] dx from j:cz Inzdx
1
cosinus Cos[x] Cos[Pi/2] cos §
cotangens Cot [x] Cot [Pi/3] ctgd
digraf str. 60
dodawanie liczb + a+b a+b
dodawanie macierzy + (1,2}, 43,41+ {1 2] + {5 6}
({5,6},{7,8}) 34 78
druga pochodna DID[F[x],x],x] DID[x"2+5%x,x] ,x] (#245-z)"
druga pochodna (F[x])’ (x"2+5%x) 7’ (#245-z)"
druga pochodna D[D[F[x],x],x] for x=a |D[D[F[x],x],x] for x=3 F’(3)
w punkcie
dziedzina funkcji Domain[F[x] ] Domain[Sqrt [x]]
dzielenie liczb / a/b a:b
funkcja wyktadnicza Exp [x] Exp[4] et
graf str. 56
granica limF [x],x->c limx"2,x->3 iILHS z?
granica lewostronna limF [x] ,x->c- limx~2,x->3- 11_1217 a?
granica lewostronna limF [x] ,x->Inf limx"~2,x->Inf zlgréo z?
granica prawostronna 1limF [x],x->c+ limx"2,x->3+ zlig{r a?
granica prawostronna 1imF [x],x->-Inf limx"2,x->-Inf ZETOO a?
Tloczyn skalarowy! * (1,2)%(2,4) (1;2) 0 (3;4)
implikacja => p=>q pP=4q
koniunkcja && pé&q PAq
liczba Neppera E e
liczba pi Pi T
liniowa niezalezno§¢ Linearindependencel[ ] Linearindependence
[1,2), (3,4)]
logarytm naturalny Log[x] Log[12] In12

! Miatem to szczescie, Ze matematyki nauczyli mnie Iwowscy profesorowie. Ttumaczyli nam

zawsze, ze wlaSciwym dla jezyka polskiego jest stowo ,,skalarowy”.
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logarytm z dowolng Logla,x] Logl[2,12] log,12
podstawa

123
macierz str. 101 ({1,2,3},{4,5,63})

456

10

macierz jednostkowa IdentityMatrix[n] IdentityMatrix[2] 01
macierz odwrotna Inverse[A] Inverse({1,2},{3,4})

L

Transpose[({1,2,3},

T

macierz Transpose [A] 123
{4,5,61)1] 456

transponowana

2
maksimum globalne Max F[x] from a to b Max x~2 from 1 to 2 |Dax
metoda eliminacji R duce[A] Roureduce

! oureduce [({1,2,3},{4,5,61)]

Gaussa-Jordana
miejsca zerowe funkcji Roots [F[x]] Roots[Sqrt[x]]

: 2
minimum globalne Min F[x] from a to b Min x°2 from 1 to 2 un @
,,mniejsze niz” < a<b a<b
.mniejsze réwne niz” <= a<=b a<b
mnozenie liczb * axb a-b
mnozenie macierz * (11,2},43,4H)* 12 . 36

Y ({5,6},{7,81 34| |78

123
mnozenie macierzy str. 102 2*{(:15’ 26,}3)} ’ 2 l: :|
przez liczbe ’e 456
negacja ! 'p -p
nieskoriczono$¢ Inf [e's)
odejmowanie liczb - a-b a—>b
pierwiastek Sqrt [x] Sqrt [x+6] VT +6
kwadratowy
pochodna D[F[x],x] D[x"2+5*x],x] (245 -z)
pochodna (F[x1)’ (x"2+5%x)° (#2+5-z)
pochodna czastkowa D[F[x,..,2],x] D [x*z*y, x] % (z-y-2)

pochodna czastkowa
I rzedu

DID[F[x,..,2],x],y]

D[D[x*z*y, x],z]

2
afaz(x'y'z)

pochodna w punkcie

D[F[x],x] for x=a

D[F[x],x] for x=3

F'(3)

pole pomiedzy
krzywymi

area between
y=F[x],y=G[x],..y=H[x]

area between
y=2%x,y=x"2
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potegowanie liczb a’b a
,,rowna si¢” = a=b a=1b
réwnowaznos¢ <=> p<=>q p<=gq
,rézne” 1= al=b a#b
rzad macierzy Rank [A] Rana[,(;ls,f),f} ’
silnia Fact[n] Fact[5] 5!
sinus Sin[x] Sin[Pi/2] sin §
5

szereg Sun[a(n) ,{n,m}] Sun[n"2,{n,5}] > n?

n=1
symbol Newtona Bin[n,k] Bin[10,2] ()
tangens Tan[x] Tan[Pi/4] tg %
tautologia TautologyQl 1] TautologyQ[p=>!p] str. 13
warto$é bezwzgledna Abs [x] Abs[x] ||
warto$é biezaca present value str. 309
wartos¢ biezgca netto net present value str. 312
warto$¢ funkcji F[x] Sin[x] sinx
warto$¢ przyszia future value str.301
wektor str. 106 (1,2,3) 1,2,3)7
wewnetrzna stopa internal rate of str. 317
Zwrotu return
,,wieksze niz” > a>b a>b
,,wieksze réwne niz” > a>b az>b
wykres funkcji Plot F[x] Plot x73
wykres funkcji Plot F[x] from a to b | Plot x"3 from -1 to 2
w przedziale
wyraz ciggu a(n) a(12) an
wyznacznik macierzy Det [A] Det ({1,2},{3,4}) det ( [ ; i ] >
zbidr wartosci funkcji Range [F [x]] Range [Sqrt [x]]

Dalszych inspiracji do doskonalenia zaproponowanego jezyka nalezy szukaé
przede wszystkim w podrecznikach programu Mathematica® .




Rozdzial 1. Logika matematyczna

1.1. Podstawy logiki

Stwierdzeniem w logice nazywamy dowolne zdanie twierdzace opisujace wlasci-
wosci dowolnych, zdefiniowanych uprzednio, obiektéw. Wynika z tego, ze Zzadna
definicja nie jest stwierdzeniem. Szczegdlnym przypadkiem stwierdzen sa stwier-
dzenia poréwnujgce liczby i zmienne. Stwierdzenia te nazywamy poréwnaniami
iloSciowymi. Najczesciej stosowane poréwnania iloSciowe zostaty przedstawione
w tabeli 1.1. Tam tez przedstawiono implementacje WOLFRAM i implementacje
EXCEL tych poréwnan. Implementacje kolejnych istotnych z punktu widzenia
matematyki stwierdzen bedg podane tam, gdzie te stwierdzenia zostang opisane.

Tabela 1.1. Poréwnania ilo§ciowe i ich implementacje programowe

Poréwnanie Objasnienie WOLFRAM | EXCEL
a=>b a jestrowne b a== a=b
a#b a jest rézne od b al!=b a<>b
a>b a jest wicksze od b a>b a>b
az>b a jest wieksze rowne b a>=b a>=b
a<b a jest mniejsze od b a<b a<b
a<bhb a jest mniejsze réwne b a<=b a<=b

Przyklad 1.1. W tabeli 1.2 przedstawiono przyklady stwierdzefi. W przypadku poréw-
nan ilo§ciowych opisano tam takze implementacje. O

Zdaniem w logice nazywamy kazde stwierdzenie, o ktérym mozna orzec,
czy jest prawdziwe, czy tez falszywe. Spos6b rozstrzygniecia o prawdziwosci
lub fatszywosci zdania stanowi przedmiot rozwazan filozofii. Pos§réd wyrazen
jezyka potocznego zdaniami mogg by¢ jedynie zdania oznajmujace (np.: ,,Jan lubi
banany”, ,,Warszawa jest stolicg Islandii”’). Nie sg zdaniami pytania, polecenia,
prosby czy tez wyrazenia ustalajace pewne normy (np.: ,,Nalezy jeS¢ banany”).
Zdaniami nie sa tez prognozy (np.: ,,Jutro bedzie padat deszcz”) oraz definicje
(np.: ,,Tydzien kalendarzowy to kolejne dni od poniedziatku do niedzieli”).
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Tabela 1.2. Przyklady stwierdzeri i ich implementacje

Pozycja Stwierdzenie WOLFRAM | EXCEL
a) 3=4 3==4 3=4
b) r+3#5 x+31=5 x+3<>5
c) 24+5>4 2+5>4 2+5>4
d) 6> 10 6>=10 6>=10
e) 3 €{1;2;3;4}
f) Warszawa jest stolicg Islandii

Kazdemu ze zdan prawdziwych przypisujemy wartos¢ logiczng PRAWDA. Kazdemu ze
zdan fatszywych przypisujemy wartos¢ logiczng FALSZ. W dalszych rozwazaniach wartosé
PRAWDA oznaczac¢ bedziemy za pomocg symbolu T', a warto$é FA£SZ za pomoca symbolu F'.

W wielu polskich podrecznikach matematyki wartos¢ PRAWDA jest oznaczana za pomoca
symbolu 1, a wartos¢ FALSZ za pomocg symbolu 0. Jest to podejscie réznigce sie od wspot-
czesnych miedzynarodowych standardéw dydaktycznych.

Tabela 1.3. Implementacja programowa wartosci logicznych
Wartosé logiczna | Logika | WOLFRAM EXCEL"
PRAWDA T True PRAWDA
FALSZ F False FALSZ

"W arkuszu EXCEL warto$¢ logiczng wybranych zdari moz-
na ustalié, stosujac podstawienie =P, gdzie symbol P ozna-
cza oceniane zdanie.

Przyklad 1.2. Stwierdzenie b) z przyktadu 1.1 nie jest zdaniem. Pozostate stwierdzenia
sg zdaniami. Zdania a), d) i f) sg falszywe, a wiec przypisujemy im wartosS¢ logiczna F'.
Zdania c) i e) s zdaniami prawdziwymi, a wigc przypisujemy im warto$¢ logiczng T'.
W arkuszu kalkulacyjnym EXCEL warto$¢ logiczng trzech pierwszych zdari mozna usta-
li¢, stosujac odpowiednio podstawienia:
=3=4
=2+5>4
=6>=10. O

W logice podstawa do rozwazar sg zdania proste majace okre§long warto$¢
logiczna. W logice matematycznej poszczegdlne zdania proste oznaczaé be-
dziemy matymi literami, np.: p, ¢, 7, s itp. Poszczegdlne zdania proste mogg by¢
przeksztalcone lub pofaczone za pomoca sp6jnikéw logicznych. Sposéb tego prze-
ksztalcenia moze zosta¢ opisany przy uzyciu definicji wtasciwej lub definicji F-T.
Uzyskane w ten sposob zdania nazywamy zdaniami ztozonymi. Definicje F-T sa
jedynie réwnowaznym formalnym zapisem wilasciwej definicji. Definicje F-T
zostaty podane w tabeli 1.4.
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Rozdziat 1. Logika matematyczna

Tabela 1.4. Definicje F-T zdan ztozonych

plq|p|pVag|pAq|Pp=>q|pEq
F|F| T F F T T
F|T| T T F T F
T |F| F T F F F
T|T| F T T T T

Negacja zdania prostego p oznaczana symbolem —p jest prawdziwa jedynie wtedy, kiedy zda-
nie proste jest fatlszywe. Zdanie ztozone —p czytamy ,nieprawda, ze p”.

Alternatywa zdan prostych p i ¢ oznaczana symbolem p V q jest prawdziwa jedynie wtedy,
kiedy przynajmniej jedno ze zdan prostych jest prawdziwe. Zdanie ztozone p V g czytamy ,p
lub ¢”.

Koniunkcja zdan prostych p i ¢ oznaczana symbolem p A ¢ jest prawdziwa jedynie wtedy,
kiedy kazde ze zdan prostych jest prawdziwe. Zdanie ztozone p A g czytamy ,pi q”.

Implikacja zdania prostego g ze zdania prostego p oznaczana symbolem p = g jest fatszywa
jedynie wtedy, kiedy prawdziwe zdanie proste p implikuje fatszywe zdanie proste g. Zdanie
ztozone p = g czytamy ,jesli p, to q”.

Réwnowaznos$é zdan prostych p i ¢ oznaczana symbolem p < g jest prawdziwa jedynie
wtedy, kiedy oba zdania proste sg réwnoczesnie prawdziwe lub réwnoczesnie fatszywe. Zdanie
zfozone p <= q czytamy ,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢”.

Dla jednoznacznosci okreslonych powyzej dziatan niezbgdne jest okreslenie
ich kolejnosci. Obowiazuje tutaj nast¢pujacy schemat.

Kolejnos¢ wykonywania dziatan logicznych:
1) wartosci logiczne zdan prostych,
2) dziatania w nawiasach,
) negacje,
) alternatywy i koniunkcje jako dziatania réwnorzedne,
)
)

I

implikacje,
réwnowaznosci. W przypadku wielokrotnych dziatari rownowaznych wykonuje je sie w ko-
lejnosci od lewej do prawej. Kolejnosé ta ma istotne znaczenie w przypadku wielokrotnych
implikaciji.

o O

W portalu WolframAlpha tylko kolejno$¢ negacji, alternatyw i koniunkciji jest niezawodnie zacho-
wana. W przypadku stosowania implikacji i réwnowaznosci warto oczekiwang kolejnos¢ dziatari
okresli¢, uzywajgc nawiasow.

Przyktad 1.3. Warto$¢ logiczna zdaniap = ¢ V r A s = —q & s jest identyczna
z wartoscig logiczng zdania ((p = ((¢ V r) A s)) = (—q)) < s. O

Przyklad 1.4. W arkuszu kalkulacyjnym EXCEL warto$¢ logiczna réwnowaznosci:
3=4&2+5>4
mozna ustali¢, stosujac podstawienie:

R=((3=4)=(2+5>4)).

12
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W portalu WolframAlpha wartos¢ logiczng powyzszej réwnowaznosci ustalamy, wyko-
nujac instrukcje:

(3==4)<=>(2+5>4). 0

Tabela 1.5. Implementacja programowa zdan ztozonych

Zdanie zlozone | WOLFRAM EXCEL"
-p p =NIE(P)
pPVyq pllq =LUB(P;Q)
pAq p&&q =ORAZ(P;Q)
p=q P=>q =LUB(NIE(P);Q)
P=yq p<=>q =(P=Q)
"W arkuszu kalkulacyjnym Excel poszczegdlne symbole
oznaczaja: P — zdanie proste p, Q — zdanie proste q.

Zastosowania logiki matematycznej w dowolnej dyscyplinie wiedzy spro-
wadzaja sie do stosowania zdafi prawdziwych. Szczegdlnymi przypadkami zdan
prawdziwych sg tautologie.

Tautologig nazywamy takie zdanie ztozone, ktdre jest zawsze prawdziwe w sposéb niezalezny
od wartosci logicznej zdan prostych sktadajacych sie na to zdanie.

Inaczej méwiac, tautologie sa to zdania ztozone zawsze prawdziwe. Tautologie
nazywamy tez inaczej prawami rachunku zdan. Ponizej przedstawiamy liste
najbardziej znanych praw rachunku zdan. Symbol T przyjeto tutaj dla oznaczenia
prawdziwego zdania prostego, zas symbol F dla oznaczenia fatszywego zdania
prostego.

Prawo wylgczonego Srodka:

pA-psF. (1.1)
Tautologia ta méwi nam, Ze nie moga jednoczesnie by¢ prawdziwe zdanie i jego
zaprzeczenie.

Prawo dopelnienia:
pV-peT. (1.2)

Tautologia ta informuje nas, ze zawsze jedno z dwoch zdan: zdanie lub jego
zaprzeczenie jest prawdziwe. Prawo to jest odpowiednikiem reguly tertium non
datur'.

Prawo podwdjnego zaprzeczenia:
p < —(—p). (1.3)

! Z Taciny: trzeciej mozliwoéci nie ma.
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Prawa De Morgana:

=(pVq) & pA-g,
—(pANq) & —pV —q.

Prawa przemiennoSci:

pVqg<=qVp,
PAG=qAD.

Prawa lacznosci:

Prawa rozdzielnosci:

Prawa tautologii:

Prawa pochlaniania:

Prawa konfabulacji:

p\/F@p,
p/\F@F.

(1.4)
(1.5)

(1.6)
1.7

(1.8)
(1.9)

(1.10)
(1.11)

(1.12)
(1.13)

(1.14)
(1.15)

(1.16)
(1.17)

Tautologie od (1.3) do (1.17) znajdujg swe gléwne zastosowanie przy przeksztat-
caniu ztozonych zdan logicznych. Z przeksztalceniami takimi mamy do czynienia
miedzy innymi, prowadzac rachunek zbioréw lub rozwiazujac uktady réwnan

nieliniowych.
Prawo eliminacji implikacji:

(p=4q) < (-pVaq).

(1.18)

Tautologia ta zostala juz zastosowana powyzej do okre$lenia warto$ci logicznej

implikacji w implementacjach arkusza EXCEL.
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